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第一章 Secret Sharing

1.1 秘密共享

Secret Sharing：将秘密分成若干份，分发给不同的用户。用户特定子集共同提供各自的份额，

才能重构初始秘密。

Treshold Scheme(t, n) : 在 n 人之间共享秘密，其中任意 t ≤ n 个人可求出秘密，任意 t− 1 个

人无法求出秘密。

1.2 Combinatorial Mathematics

问题：Eleven scientists are working on a secret project. They wish to lock up the documents in

a cabinet so that the cabinet can be opened if and only if six or more of the scientists are present.

What is the smallest number of locks needed? What is the smallest number of keys to the locks

each scientist must carry?

采用组合数学的方法：“少数”与“多数”：

1. 设相关人共有 2n+ 1 个，任意 n 人组成的“少数”团体不能打开安全门，任意 n+ 1 人组成

的“多数”团体可以打开安全门

2. 两个不同的“少数”团体联合必包含某个多数团体

3. 任一“少数”团体和不属该团体的任一人联合可成为多数团体

锁与钥匙：

1. 安全门上至少需要
(
2n+1

n

)
把锁

(
11
5

)
= 462

任一“少数”团体至少有一把锁不能打开

任意两个少数” 各不相同

2. 每个人至少需要
(
2n
n

)
把钥匙

(
10
5

)
= 252 每个人需拥有他所不属于的所有少数” 团体所打不开

的锁的钥匙

1



第一章 SECRET SHARING 2

用数学上集合的语言来表述：给锁编号 1, 2, · · · , l，打开所有门的钥匙的全集即为K = 1, 2, · · · , l，

任意第 i 人拥有的钥匙集合为 Si，则满足：

(1) Si1 ∪ Si2 ∪ · · · ∪ Sin ⊂ K/ki

(2) Si1 ∪ Si2 ∪ · · · ∪ Sin ∪ Sin+1
= K

则有：

1. 那么对于不同的 n 的并，所对应的 ki 不同，任意一个 ki 必有一族 {i1�i2, · · · in} 与之对应则

ki ∈ K 共有 Cn
2n+1 个

2. ki ∈ Sin+1
，这样的 ki 有 Cn+1

2n+1 个

1.3 Shamir’s Threshold Scheme

1.3.1 Lagrange Polynomial interpolation

定理 1.3.1. Given k points in the 2-dimensional plane (x1y1) · · · (xk, yk). with distinct xi’s , there

is one and only one polynomial q(x) of degree k − 1 such that q(xi) = yi for all xi.

设多项式 q(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ ak−1x

k−1, deg(q) = k − 1，利用 k − 1 组值求得 q(x)

的各项系数系数矩阵：

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 · · · xk−1

1

1 x2 x2
2 · · · xk−1

2

...
...

... . . . ...

1 xk x2
k · · · xk−1

k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0

这是一个 Vandermode 行列式

1.3.2 Shamir 门限机制 (t, n)

任选 t − 1 个整数 x1, x2, · · · , xt−1 和 n 个互不相同的整数 c1, c2, · · · , cn 。素数 p > n + 1 求

bj ≡ (K + cjx1 + c2jx2 + · · ·+ ct−1
j xt−1) (modp) , j = 1, · · · , n 其中 K ∈ Z 为秘密

f(c) = K + x1c+ x2c
2 + · · ·+ xt−1c

t−1, bj ≡ f(cj)(modp), j = 1, · · · , n

将秘密份额 (cj , bj) 告知第 j 人

证明. 证明 Shamir 门限机制的合理性

(1) 若 t 个人 j1, · · · , jt 共享秘密份额 (cji , bji), i = 1, · · · , t

方程组 bi ≡
(
K + cjix1 + c2jix2 + · · ·+ ct−1

ji
xt−1

)
(modp) , i = 1, · · · , t 在模 p 意义下有唯一解由于
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系数矩阵为 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 c1 c21 · · · ct−1
1

1 c2 c22 · · · ct−1
2

...
...

...
...

...

1 ct−1 c2t−1 · · · ct−1
t−1

1 ct c2t · · · ct−1
t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0

其行列式为 Vandermode 行列式，即 det =
∏k−1

i=1 (ci − ci+1)，因此 det ̸= 0 同时 rank(row) =

rank(column)，方程有唯一解。

(2) 若 t− 1 个人 j1, · · · , jt−1 共享秘密份额 (cji , bji), i = 1, · · · , t− 1

方程组 bji ≡ (K + cjix1 + c2jjx2 + · · ·+ ct−1
ji

xt−1)(modp), i = 1, · · · , t− 1 N 含 t− 1 个方程，t 个未

知数，在模 p 意义下有无穷多组解

1.4 Asmuth-Bloom’s Threshold Scheme

1.4.1 中国剩余定理

定义 1.4.1 (逆). 设 a, b 为整数，m 为正整数，若 ab ≡ 1( mod m)，则称 a 模 m 可逆，且 b 是 a

在模 m 意义下的逆元，记为 a−1(modm)

a 对模 m 可逆的 ⇔ (a,m) = 1，即 a 与 m 互质

例 1.4.2 (大衍求一术求逆元).

定义 1.4.3 (一次同余方程). 形如 ax ≡ b( mod m) 的方程，其中 a, b,m 为整数，m > 0。
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定理 1.4.4 (线性同余方程有解和唯一). (1) 当且仅当 gcd(a,m)|b 时，线性同余方程有解。

(2) 当 gcd(a,m) = 1 时，方程的解为 a−1b，且小于 m 的非负整数解唯一。

其中 a−1 是 a 在模 m 意义下的逆元。

定理 1.4.5 (中国剩余定理 (数论)). 设 m1,m2, · · · ,mk 为两两互质的正整数，a1, a2, · · · , ak 为任

意整数，记 M = m1m2 · · ·mk，则一次同余方程组

x ≡ a1( mod m1)

x ≡ a2( mod m2)

...

x ≡ ak( mod mk)

(1) 有小于 M 的唯一正整数解 x = M1M
−1
1 a1 +M2M

−1
2 a2 + · · · +MkM

−1
k ak( mod M)，其

中 Mi = M/mi，M−1
i 是 Mi 在模 mi 意义下的逆元。

(2) 对任意 l ∈ Z，x+ l ·m 也是同余方程组的解.

定理 1.4.6 (中国剩余定理 (代数多项式)). 设 fi(x)|i = 1, ·, n是两两互素的多项式，a1(x), a2(x), · · · , an(x)

是 n 个多项式，则存在多项式 g(x)，qi(x)(i = 1, 2 · · · , n)，使得 g(x) = fi(x)qi(x) + ai(x) 对一切

i 成立。

例 1.4.7 (物不知数). 
x ≡ 2(mod3) N1 = 5 · 7 = 35 N−1

1 (mod3) = 2

x ≡ 3(mod5) N2 = 3 · 7 = 21 N−1
2 (mod5) = 1

x ≡ 2(mod7) N3 = 3 · 5 = 15 N−1
3 (mod7) = 1

m = 3 · 5 · 7 = 105 35 · 2 · 2 + 21 · 1 · 3 + 15 · 1 · 2 = 233

x = 23 ≡ 233 (mod 105)

1.4.2 Asmuth-Bloom 门限机制 (t, n)

设秘密为 K

(1) 选取整数 p 与 m1, · · · ,mn

p > K 且 p 与 mj , 1 ≤ j ≤ n 互素，m1 < · · · < mn 且 m1, · · · ,mn 两两互素

m1 · · ·mt

mn−t+2 · · ·mn

> p

即为 m1, · · · ,mn 中任意 t 个数的乘积与任意 t− 1 个数的乘积之比大于 p

(2) 令 K ′ = K + r · p, 其中 r ∈ N 满足
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(i)0 ≤ r ≤ m1···mt

p
− 1

(ii)K ′ = K + r · p ≤ K +m1 · · ·mt − p < m1 · · ·mt

再令 kj ≡ K ′(modmj), 1 ≤ j ≤ n, 将秘密份额 (kj ,mj) 告知第 j 人

证明. 证明 Asmuth-Bloom 门限机制的合理性

kj ≡ K ′(modmj), 1 ≤ j ≤ n ，因此 K ′ 满足的方程: K ′ ≡ kj(modmj), 1 ≤ j ≤ n

K ′ = K + r · p < m1 · · ·mt ，K ′ 对 p 取模求出 K: K ≡ K ′(mod p)

一次同余方程组 (I) x ≡ kj (modmj) , 1 ≤ j ≤ n 有唯一的小于 m1 · · ·mn 的非负整数解 K ′

(1) 若 t 个人 j1, · · · , jt 共享秘密份额 (kji ,mji) , i = 1, · · · , t

一次同余方程组 (II) x ≡ kji(modmji), i = 1, · · · , t 有唯一的小于 mj1 · · ·mjt 的正整数解 X

K ′ 也为方程 (II) 的解，且 K ′ < m1 · · ·mt < mj1 · · ·mjt 。由中国剩余定理，解的唯一性有 K ′ = X

(2) 若 t− 1 个人 j1, · · · , jt−1 共享秘密份额 (kji ,mji) , i = 1, · · · , t− 1

一次同余方程组 (III) x ≡ kji(modmji), i = 1, · · · , t− 1 有唯一的小于 mj1 · · ·mjt−1
的正整数解 Y

Y + l ·mj1 · · ·mjt−1
< 1+l

p
∗mj1mj2 · · ·mjt , l ∈ Z 均为方程组 (III) 的解，K ′ 为这些解中的某一个，

K ′ 的限制条件仅有 K ′ < m1m2 · · ·mt，因此 K ′ 不能唯一确定

(1)Liu, C.L. Introduction to Combinatorial Mathematics. McGraw-Hill,1968

(2) Shamir A. How to share a secret. Communications of the ACM, 1979, 22(11): 612-613.

(3) Asmuth AC, Bloom J. A modular approach to key safeguarding. IEEE Transactions on Infor-

mation Theory, 29, 208-210, 1983.



第二章 Page Rank

2.1 网页重要度

网页重要度的原则与假设

某网页重要，是因为有重要的网页链接到它, 对任一网页 A，确定一数值为其重要度，作为网页排

序的依据链接到网页 A 的所有网页对网页 A 的重要度均有贡献，贡献大小与这些网页自身的重要

度有关

1.（传递性）重要度大的网页链接到网页 A 时对网页 A 的重要度的贡献比重要度小的网页链接

到网页 A 时对网页 A 的重要度的贡献大：某网页对其它网页重要度的贡献之和等于它的重要

度

2.（等效性）网页对它所链接的每个网页的重要度的贡献相等：某网页对其它网页的重要度贡献

与它所链接的网页数量呈反比

3.（叠加性）链接到网页 A 的网页越多，网页 A 越重要：网页 A 的重要度是所有链接到 A 的网

页对网页 A 的重要度的贡献之和

4.（无关性）网页链接其它网页的多少，与其本身的重要度无关

网页链接图

定义 2.1.1 (网页链接图). 互联网中网页之间的链接关系可用图表示，称为网络链接图。

顶点 网页 ν1, ν2, · · · , νn

弧 网页间的链接关系，即若网页 νi 上有链接指向网页 νj, 则网络链接图中有一条以 νi 为起点，

νj 为终点的弧

出度 以某顶点为起点的弧的总数，即该网页链接的网页数量

网页重要度的矩阵表示

网页 νi 的重要度记为 xi 出度记为 qi

传递性 网页 νi 对其它网页重要度贡献之和为 xi

6
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等效性 网页 νi 对它链接的 qi 个网页中的任一个的重要度贡献为
xi

qi

叠加性 若链接到网页 νj 的网页有 νj1 , νj2 , · · · , νjk , 则

xj =
xj1

qj1
+

xj2

qj2
+ · · ·+ xjk

qjk

记 pij 为网页 vi 到 vj 的链接概率，即 vi 链接到 vj 的概率，有

pij =


1
qj
, 若vj链接到vi

0, 若vj不链接到vi

所以，上式改写为

xi =
n∑

j=1

pijxj

记矩阵 P = (pij)n×n为初始链接矩阵（网页 vj 的出度列向量 pj = (p1j , p2j,··· ,pnj
)T，x = (x1, x2, · · · , xn)

T

为网页重要度向量，则 x 为线性方程方程 x = Px 的解。

x = Px (2.1)

(1)x 是 P 的特征向量，对应的特征值为 1。

(2)Rank(I − P) < n 由于 1T (I − P) = 0，即说明其行向量线性相关，因此方程 (2.1) 有非零解

(3) 方程 (2.1) 一定有非零解吗，即重要度向量 x 一定存在吗，以及存在一定唯一吗，这个问题之后

分析。

例 2.1.2 (链接矩阵与重要度向量的求解).
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2.2 随机矩阵

定义 2.2.1. 各行 (列) 元素之和均为 1 的非负方阵称为行 (列) 随机矩阵 (row(column) stochastic

matrix)

各行与各列元素之和均为 1 的非负方阵称为双随机矩阵 ( doubly stochastic matrix )

命题 2.2.2. 随机矩阵一定存在特征值为 1 对应的特征向量

证明. 上文已经简单地从行秩的角度说明了 (P − I)x = 0 有非零解，下面以列随机矩阵从行列式的

角度证明 det(P − I) = 0，从而证明行列式有非零解。

det(P − I) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p11 − 1 p12 · · · p1n

p21 p22 − 1 · · · p2n
...

... . . . ...

pn1 pn2 · · · pnn − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑n
i=1 pi1 − 1

∑n
i=1 pi2 · · ·

∑n
i=1 pin

p21 p22 − 1 · · · p2n
...

... . . . ...

pn1 pn2 · · · pnn − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · 0

p21 p22 − 1 · · · p2n
...

... . . . ...

pn1 pn2 · · · pnn − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

定理 2.2.3 (随机矩阵的模最大特征值). 任一随机矩阵的模最大特征值为 1

证明. 设 λ 是行随机矩阵 P = (pij)n×n 的特征值，非零向量 X = (x1, · · · , xn)
T 为属于特征值 λ 的

特征向量。设 |xi| = max1≤j≤n |xj | > 0

由 PX = λX, 可得 λxi =
∑n

j=1 pijxj。两边取模，|λ∥xi| = |λxi| = |
∑n

i=1 pij .xj | ≤
∑n

i=1 |pij∥xj | ≤

|xi|
∑n

i=1 |pij | = |xi|, 即 |λ| ≤ 1

2.3 链接矩阵

链接矩阵的基本性质

(1) 链接矩阵 P 的每列元素之和为 1 ，为列随机矩阵

(2) 链接矩阵 P 一定存在特征值为 1 的非零特征向量

(3) 1TP = 1T

2.3.1 悬挂网页修正

悬挂网页 (dangling link): 若某网页不链接任意其它网页

悬挂网页修正：将链接矩阵 P 中对应列的所有元素由 0 修改为 1
n
，得到修正链接矩阵 P
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P = P +
1

n
1dT

其中 1 为分量全为 0 的列向量。

例 2.3.1 (悬挂网页修正).

2.3.2 多解修正

若 P 有两个属于特征值 1 的线性无关的特征向量重要度向量排序不唯一

图 2.1: 修正矩阵 P 具有两个特征值为一的特征向量 (重要度向量)

将 P 修改为最终的链接矩阵，修正方法：

P = αP + (1− α)
1

n
−11T

其中参数 α = 0.85

P 为完全正矩阵 (totally positive matrix) 与列随机矩阵:

1TP = α1TP + (1− α)−1T11T = α1T + (1− α)1T = 1T
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图 2.2: 多解修正

2.3.3 重要度向量的存在唯一性

根据随机矩阵存在特征值为 1 的特征向量，因此链接矩阵的重要度向量一定存在。下证它的唯

一性。

引理 2.3.2. 完全正、列随机矩阵属于特征值的特征向量分量之和不为 0。

证明. 设 x 是完全正、列随机矩阵 P 的属于特征值 1 的特征向量，则 xi =
n∑

j=1

pijxj

若
n∑

i=1

xi = 0，则 x 的分量有正有负，故

|xi| = |
n∑

j=1

pijxj | <
n∑

j=1

pij |xi|

故而

n∑
i=1

|xi| <
n∑

i=1

n∑
j=1

pij |xj | =
n∑

j=1

n∑
i=1

pij |xj | =
n∑

j=1

(|xj |
n∑

i=1

pij) =
n∑

j=1

|xj |

矛盾。

命题 2.3.3. 完全正、列随机矩阵仅有 1 个属于特征值 1 的线性无关的特征向量。

证明. 设 v = (v1, v2, · · · , vn)T ,w = (w1, w2, · · · , wn)
T 是完全正、列随机矩阵 P 的两个属于特征值

1的线性无关的特征向量。令 xi = −W
V
vi+wi, i = 1, 2, · · · , n，其中W =

∑n
i=1 wi, V =

∑n
i=1 vi ̸= 0.

首先若向量 x = (x1, x2, · · · , xn) 是 P 的特征值为 λ 的特征向量 ⇔ ∀i,
n∑

j=1

pijxj = λxi, 根据特

征向量的定义即可证得。

由 v 和 w 线性无关，且
n∑

j=1

pijxj =
n∑

j=i

pij(−
W

V
vj + wj) = −W

V
pijvj +

n∑
j=i

pijwj = −W

V
vi + wi = xi

可知 x = (x1, · · · , xn) 为 P 的属于特征值 1 的特征向量

又有
n∑

i=1

xi =
n∑

i=1

(−W

V
vi + wi) = −W

V

n∑
i=1

vi +
n∑

i=1

wi = −W

V
V +W = 0

即 x 的分量之和为零。

从而与上面的结论矛盾。
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Perron—Frobenius 定理

Perron 定理

若矩阵 A 是完全正矩阵，则

(1) A 的模最大特征值唯一，且为正实数

(2) 该特征值代数重数为 1

(3) 存在该特征值的一个特征向量，其分量全为正

Perron—Frobenius 定理

若矩阵 A 是非负不可约（irreducible）矩阵，则

(1) A 的模最大特征值为正实数

(2) 该特征值代数重数为 1

(3) 存在该特征值的一个特征向量，其分量全为正

图 2.3: 不可约矩阵简单介绍

链接矩阵与重要度向量

链接矩阵为完全正、列随机矩阵，模最大特征值为 1，重要度向量唯一且分量全为正.

2.4 矩阵计算

2.4.1 幂法迭代

幂法是计算矩阵模最大特征值和对应的特征向量的一种迭代算法

任取初始向量 x(0) > 0，且
n∑

i=1

x
(0)
i = 1，

迭代计算 x(k) = Px(k−1)，直到 x(k) 收敛
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迭代后的向量仍然向量之和为 1:

1Tx(k) = 1TPx(k−1) = 1Tx(k−1) = 1

将 P = P + 1
n

1dT，P = αP + (1− α) 1
n

11T 两式带入迭代计算式中

x(k) = Px(k−1)

= αPx(k−1) + (1− α)
1

n
11Tx(k−1)

= αPx(k−1) + (1− α)
1

n
1

= α(P +
1

n
1dT )x(k−1) + (1− α)

1

n
1

= αPx(k−1) + α
1

n
1dTx(k−1) + (1− α)

1

n
1

2.4.2 完全正、列随机矩阵的幂法收敛性

证明. 记 V 为满足 1Tv = 0 的 n 维列向量 v = {v1, v2, · · · , vn} 全体组成的集合。记 ∥v∥1 =
n∑

i=1

|vi|(范数)

对任意的 v ∈ V，取 w = Pv，下证：∥w∥1 ≤ c ∥v∥1，其中 c < 1

若 w = 0，显然成立。

若 w ̸= 0，记 w = (w1, w2, · · · , wn)
T，ei = sgn(wi)，则 c = maxj |

∑n
i=1 pijei| < |

∑n
i=1 pijei| < 1

∥w∥1 =
n∑

i=1

|wi| =
n∑

i=1

eiwi =
n∑

i=1

ei

(
n∑

j=1

pijνj

)
=

n∑
j=1

vj

(
n∑

i=1

pijei

)

≤
n∑

j=1

|vj |

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

pijei

∣∣∣∣∣ ≤ c
n∑

j=1

|vj | = c ∥v∥1

2.5 随机浏览

定义 2.5.1 (随机浏览). 按以下模式浏览互联网的网页

1. 有时从当前网页的链接中随机打开一个网页

2. 有时键入网址新建一个网页

3. 从任一网页开始，充分长时间后，访问各网页的概率即为网页重要度

经过统计，随机打开网页的次数与键入网址新建网页的次数之比约为 5 : 1，也即 α = 0.85。

定义 2.5.2 (随机概率). 记事件 {Xm = j} 为时刻 m 访问网页 vj，则 P{Xm = i|Xm−1 = j} = pij

若 P{Xm = j} = xj，则 P{Xm = i} =
n∑

j=1

P{Xm = i|Xm−1 = j}P{Xm−1 = j} =
n∑

j=1

pijxj

记 x(m) = (P{Xm = 1}, P{Xm = 2}, · · · , P{Xm = n})T，则有 x(m) = Px(m−1)
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定义 2.5.3 (随机过程). 随机过程是描述随机现象随时间推移而演化的一类数学模型。

在一族随机变量 {X(t), t ∈ T} 中 T 为参数集，t 是参数。{X(t), t ∈ T} 称为参数为 t 的随机变量。

T 为整数集的随机过程称为随机序列。

定义 2.5.4 (Markov 过程). 在已知目前的状态的条件下，它未来的演变不依赖于它以往的演变。

在随机序列 {X(n), n = 0, 1, 2, · · · } 中 (Xn 有限或可列)，对任意的 n ≥ 0，有

P{Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, · · · , X0 = i0} = P{Xn+1 = j|Xn = i}



第三章 数论与组合模型

3.1 Nim Game

现有 n 堆硬币，每堆数量一定。两人轮流取硬币，每次只能从其中一堆中取，且每次取至少一

枚。取到最后一枚硬币的一方获胜。

3.1.1 位值制计数法

选定进位制的基底 b , 给定 0, 1, 2, · · · , b− 1 共 b 个数码。任何一个自然数 N , 均可用某个以这

些数码为系数的 b 的多项式表示出来。

N = ak · bk + ak−1 · bk−1 + · · ·+ a1 · b+ a0

⇒ (akak−1 · · · a1a0)b , a0, a1, · · · , ak ∈ {0, 1, · · · , b− 1}

命题 3.1.1. (1) 任意数的 b 进制表示是唯一的

证明. 可以取模证明。

(2) 任意两个数的 b 进制表示不同

证明. 根据 (1)0 的 b 进制表示是唯一的用反证法证明。

3.1.2 Nim Game 的必胜策略

Safe Combination 安全状态

(1) 安全状态：若无论对方如何取均不会获胜，或者无论对方如何取，己方下一次取后均可变

为一个安全状态的，称为安全状态。

(2) 不安全状态若对方至少存在一种获胜的取法，己方下一次取无法变为一个安全状态的，称

为不安全状态。

必胜策略：己方取法使得下一状态为安全状态。

14
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二进制位和与安全状态

二进制与位和: 将每堆硬币数表示为二进制。将所有二进制数的每一位数字分别求和，其尾数称为

位和。

Write the number of the counters in each pile in the binary scale of notation, and place these

numbers in three horizontal lines so that the units are in the same vertical column. If then the sum

of each column is 2 or 0 (i.e.congruent to 0, mood.2), the set of numbers forms a safecombination.

定理 3.1.2 (Basic Property). If a, b, c form a safe combination any two of the numbers determine

the remaining one, that is, the system is closed. So it is for n piles situation.

推论 3.1.3. (1) 只有一堆硬币时，位和不可能全为 0

(2) 每次从某一堆中取若干枚硬币，该堆硬币的二进制数发生变化，且至少有一位位和发生变化。

位和和安全状态: 若所有位和均为 0 ，则当前状态为安全的，否则为不安全

(1) 若当前状态安全，对任意取法，状态变为不安全

只能从一堆中取，由于当其他 n− 1 堆在给定时，能让这 n− 1 堆直和第 n 堆变为安全状态的

第 n 堆是唯一确定的，就是当前安全状态下要取走的这堆的数目，所以取走该堆的任意个硬币后，

都不能达到安全状态。

(2) 若当前状态不安全，存在一种取法，状态变为安全

按自左至右的顺序确定第一个数字之和不为 0 的位，寻找该位数字为 1 的堆，从该堆中取走若

干枚使得状态变为安全

Nim Game 必胜情况与先后手的关系

(1) 若初始状态不安全，先手必胜。若初始状态安全，后手必胜

(2) 必胜一方选择适当的取法，使取后状态对己方是安全的

因此先手必胜的概率可以从 Nim Game 随机开局时是否为不安全状态算出，即

P先手必胜 = P开局为不安全状态 =
不安全状态个数

所有开局可能个数
(古典概型)

3.2 伪币称重问题

伪币辨识 12 枚外观相同的硬币中有一枚是伪币，伪币质量与真币不同（偏轻或者偏重不知），能否

用天平称量三次找出伪币，并说明伪币相对真币偏轻或偏重。其中天平一次称量只能比较两端质量

大小，不能读出质量数值

3.2.1 自适应方案

硬币真伪的可能性共有 12× 2 = 24 种。每一种称量结果对应一种可能性，不同称量结果对应

的可能性各不相同
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自适应与非自适应

定义 3.2.1. 后一次称量依赖于之前称量结果的方案为自适应（adaptive）的，否则称为非自适应

（non-adaptive）的。

Type Konwn 伪币称重的自适应方案

图 3.1: A sequential weighing design for c = 12 coins in w = 3 weighings with type konwn

Type Kown 自适应最优方案

若 3 ≤ n ≤ 3w−3
2
，则存在一种非自适应的称量方案，使用 w 次称量可从 n 枚硬币中辨别伪币并确

定轻重。

若 n > 3w−3
2
，则不存在自适应的称量方案，用 w 次称量即可从 n 枚硬币中辨别伪币并确定轻重。

自适应方案的核心在于：在每一次称重后，我们都需要把解答的空间缩小到原来的 1/3。

3.2.2 非自适应方案

Type Unkown 非自适应方案

假设现有 M 枚硬币，其中有一枚假币，假币轻重不知。其中 M = 1
2
(3n − 3)，则可经过 n 次

称重找出伪币以及其轻重。

1. 标签化：标签 1：给硬币从 1 到 M 编号。每一枚硬币赋予一个由编号的三进制构成的标签，



第三章 数论与组合模型 17

给每一个标签前补充适当的 0 使得所有标签的位数为 n，其中 3n − 1 = 2M + 2。

标签 2：每一枚硬币赋予第二个由 3n − 1 减去第一个标签得到的标签。

2. 分类：如果从一个标签到另一个标签的第一个发生变化的位其变化为 0 → 1 或者 1 → 2 或

者 2 → 0, 则称该标签是“顺时针”的；反之，若第一个发生变化的位其比变化为 1 → 0 或者 2 → 1

或者 0 → 2，则称该标签为逆时针的。

对于任意一个硬币其必定具有顺逆两种标签。我们用 C(i, d) 来表示顺时针标签的第 i 位为 d 的硬

币构成的类。C(i, 0), C(i, 1), C(i, 2) 大小相等，因此分别包含 1
3
M 个元素。

3. n 次称重第 i 次称重将 C(i, 0) 放在左盘，将 C(i, 2) 放在右盘，而 C(i, 1) 不上天平。该次

称重的结果用 ai 来表示，

ai =


0,左盘重

2,右盘重

1,两盘相平

有假币出现的第 i 次称重只有两种结果，假币要么偏重，其顺时针标签的第 i 位为 ai, 要么假币偏

轻，其逆时针标签的第 i 位为 ai。4. 确认伪币考虑三进制数

A = 3n−1a1 + 3n−2a2 + · · ·+ an

因此标签值为 A的硬币为伪币，若标签为顺时针标签，则伪币偏重；若为逆时针标签，则伪币偏轻。

3.3 疾病检测

疾病检测性能指标 记 A 为患病，B 为检测结果为阳性，疾病的发病率为 r

(1) 灵敏度（sensitivity）: p = P (B|A) ：患病者被检测为阳性（positive）的概率

(2) 特异度（specificity）: p = P (B|A) ：未患病者被检测为阴性（negative）的概率

(3) 被检测出阳性的情况下患病的概率为

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P (B|A)P (A) + P (B|A)P (A)
=

pr

pr + (1− q)(1− r)

3.3.1 概率群试 (group testing)

概率群式：假定 n 个人相互独立地以概率 p 患病，如何找出全部的病人，使平均检测次数尽可

能少？

如何选择群式方案？要考虑平均检测次数、检测阶段数、每人最大检测次数、每组最多样本数、

方案的可操作性、检测的灵敏度与特异度等多个因素。

两阶段群试

将 n 人的样本混合后检测。若结果为阴性，说明这 n 人均未感染。若结果为阳性，说明这 n

人中至少有一人已感染。此时逐个检测每个人样本。
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下求两阶段群试的平均检测次数的数学期望:

(1) 混合样本阴性概率为 (1− p)n ，总检测次数为 1 ；

(2) 混合样本阳性概率为 1− (1− p)n ，总检测次数为 n+ 1 。

(3) 检测次数的数学期望为 1 · (1− p)n + (n+ 1) · (1− (1− p)n) ；

(4) 平均检测次数的数学期望为 1·(1−p)n+(n+1)·(1−(1−p)n)
n

三阶段群试

1. 将 n 人的样本混合后检测。若结果为阴性，说明这 n 人均未感染。若结果为阳性，说明这

n 人中至少有一人已感染。2. 将 n 人随机分成人数分别
⌊
n
2

⌋
，
⌊
n
2

⌋
的两组 A 和 B。先对 A 检测，

若结果为阴性，则感染者必在 B 组. 若结果为阳性，此时也要对 B 组进行检测. 3. 对有感染者的

组进行逐个检测.

二分群试

1. 将 n 份个体样本组成混合样本 Π 进行检测。

若 Π 的检测结果为阴性，则 n 人中无感染者。若 Π 的检测结果为阳性，则将 n 人随机分成人

数分别
⌊
n
2

⌋
，
⌊
n
2

⌋
的两组 A 和 B。

2. 对每一组，取该组人的个体样本组成混合样本。记为
⌊
n
2

⌋
和
⌊
n
2

⌋
，记两组的混合样本分别

为 ΠA 和 ΠB。先对 ΠA 进行检测，若 ΠA 的检测结果为阴性，则感染者必在组 B 中。若 ΠA 的检

测结果为阳性，再对 ΠB 进行检测。

3. 若 ΠB 的检测结果为阴性，则感染者仅在组 A 中。若 Π
B
的检测结果为阳性，则 A 和 B 两

组中均有感染者。

4. 对有感染者的组重复上述操作，直至找出所有感染者为止。

3.4 The Monty Hall Problem

3.4.1 主持人已知汽车位置

1. 舞台上有三扇道具门，其中一扇门后置有一辆汽车，另两扇门后各置有一头山羊。竞猜者可

任选其中一扇门并获赠门后物品.

2. 竞猜者选择了其中一扇门后，主持人打开了另两扇门中的一扇，门后面是一头山羊. 主持人

知道汽车所在位置。他打开的门既不是竞猜者选择的，也不是后置汽车的。若有两扇门符合以上要

求，他以相同概率选择其中一扇.

3. 主持人允许竞猜者改变之前的选择，竞猜者为增加获得汽车的可能性，是否应该改变当前的

选择。

假设竞猜者初次选择 1 号门，记 Ci 为事件” 汽车位于 i 号门后”,P (C1) = P (C2) = P (C3) =
1
2
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假设主持人打开 2 号门。记 M 为事件“主持人打开 2 号门”，P (M |C1) = 1
2
, P (M |C2) =

0, P (M |C2) = 1

若竞猜者不改变选择，获得汽车的概率，由 Bayes 公式，Ci 构成了样本空间的一个分划：

P
(
C1|M

)
=

P
(
M |C1

)
P
(
C1

)
P
(
M |C1

)
P
(
C1

)
+ P

(
M |C2

)
P
(
C2

)
+ P

(
M |C3

)
P
(
C3

) =
1

2

若竞猜者改变选择，选择 3 号门获得汽车的概率为，

P (C3|M) =
P (M | C3)P (C3)

P (M | C1)P (C1) + P (M | C2)P (C2) + P (M | C3)P (C3)
=

2

3

3.4.2 主持人不知汽车位置

主持人不知汽车的位置，他在竞选者选择后以相同的概率打开另两扇门中的一扇，后面是山羊.

假设竞选者初次选择 1 号门，主持人打开 2 号门，记 M 为事件“主持人打开 2 号门，门后是

一头山羊”, 则

P (M |C1) =
1

2
, P (M |C2) = 0, P (M |C3) =

1

2

若竞猜者不改变选择，获得汽车的概率

P
(
C1|M

)
=

P
(
M |C1

)
P
(
C1

)
P
(
M |C1

)
P
(
C1

)
+ P

(
M |C2

)
P
(
C2

)
+ P

(
M |C3

)
P
(
C3

) =
1

2

若竞猜者改变选择，获得汽车的概率

P (C3|M) =
P (M | C3)P (C3)

P (M | C1)P (C1) + P (M | C2)P (C2) + P (M | C3)P (C3)
=

1

2

3.5 赠券收集问题 (Coupon Collector’s Problem)

3.5.1 概率的加法原理

De Morgan 定律设 A1, A2, · · · , An 为集合 S 的 n 个子集，则

A1 ∪A2 ∪ · · · ∪ An = A1 ∩A2 ∩ · · · ∩ An

A1 ∩A2 ∩ · · · ∩ An = A1 ∪A2 ∪ · · · ∪ An

容斥原理设 A1, A2, · · · , An 为集合 S 的 n 个有限子集，则

|A1 ∪A2 ∪ · · · ∪ An| =
n∑

i=1

|Ai| −
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩Aj |

+
∑

1≤i<j<k≤n

|Ai ∩Aj ∩Ak|+ · · ·+ (−1)n−1 |A1 ∩A2 ∩ · · · ∩ An|

概率的加法原理设 A1, A2, An 为 n 个事件, 则

P (A1 ∪A2 · · · ∪ An) =
n∑

i=1

P (Ai)−
∑

1≤i<j≤n

P (Ai ∩Aj)

+
∑

1≤i<j<k≤n

P (Ai ∩Aj ∩Ak) + · · ·+ (−1)n−1P (A1 ∩A2 ∩ · · · ∩ An)
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一套赠券共有 N 种，商家在每件商品中随机放入一张赠券。集齐全套赠券平均需购买多少件

商品，假设每件商品中放入各种赠券的概率相同

3.5.2 概率加法

定义随机变量 X 为“集齐全套赠券需购买的商品件数”,E(X) =
∑∞

i=1 i · P (x = i)

记 Bi 为事件“购买 i 商品后集齐全套赠券”，记 Aj
i 为事件“购买 i 件商品后收集到第 j 种赠

券”Bi 为 A1
i , A

2
i , · · · , AN

i 的交

P (Aj
i ) = 1− P (Aj

i ) = 1− (1− 1

N
)i

P (Bi) = P (A1
iA

2
i · · ·AN

i ) = 1− P
(
A1

iA
2
i · · ·AN

i

)
= 1− P

(
A1

i ∪A2
i ∪ · · · ∪ AN

i

)
由概率加法原理，

P (A1 ∪A2 · · · ∪ An) =
N∑
j=1

P (Aj
i )

−

∑
1≤j1<j2≤N

P (Aj1
i ∩Aj2

i )︸ ︷︷ ︸N

2

项 + · · ·

+

(−1)l−1
∑

1≤j1<j2···<jl≤N

P (Aj1
i ∩ · · · ∩ Ajl

j )︸ ︷︷ ︸N

l

项

+

(−1)N−1
∑

1≤j1<···jN≤n

P (Aj1
i ∩ · · · ∩ AjN

i )︸ ︷︷ ︸N

N

项
其中对任意 1 ≤ j < k ≤ N,P

(
Aj

i ∩ Ak
i

)
=
(
1− 2

N

)i
对任意 1 ≤ l ≤ N ,1 ≤ j1 < j2 < · · · <

jl ≤ N ,P
(
An

i ∩Aj2
i ∩ · · · ∩ Ajl

i

)
=
(
1− l

N

)i
综上

P (Bi) = 1−
N∑
l=1

(−1)l−1

(
N

l

)(
1− l

N

)i

= N
N∑

k=1

1

k
=

N∑
l=0

(−1)l
(
N

l

)(
1− l

N

)i

= N
N∑

k=1

1

k

因此

E(X) =
∞∑
i=1

i · P (X = i) =

N∑
i=1

i
N∑
l=0

(−1)l
(
N

l

)(
1− l

N

)i

= N
N∑

k=1

1

k
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3.5.3 几何分布

随机变量 X 为“集齐全套赠券购买的商品件数”，定义随机变量 Y 为“从收集到 k − 1 种赠

券到 k 种赠券购买的商品件数”

X = Y1 + Y2 + Yn

Yk 服从参数为 p = N−k+1
N

的几何分布，则

E(Yk) =
N

N − k + 1
.

综上

E (X) = E (Y1) + E (Y2) + · · ·+ E (Yn) =
N∑

k=1

N

N − k + 1
= N

N∑
k=1

1

k



第四章 数学规划

4.1 概述

定义 4.1.1 (数学规划). 若干个变量在满足一些等式或不等式限制条件下，使目标函数取得最大值

或最小值. 研究问题的数学性质，构造求解问题的方法，实现求解问题的算法，以及将算法应用于

实际问题.

4.1.1 数学规划的分类

1. 按函数性质

• 线性规划（linear programming）: 目标函数为线性函数，约束条件为线性等式或不等式

• 非线性规划（nonlinear programming）: 目标函数为非线性函数，或至少有一个约束条件为非

线性等式或不等式

– 二次规划（Quadratic Programming, QP）：目标函数为二次函数，约束条件为线性等式

或不等式

– 带二次约束的二次规划（Quadratically Constrained Quadratic Program，QCQP）：目标

函数为二次函数，约束条件为线性或二次等式或不等式

– 线性分式规划（linear fractional programming）：目标函数为两个线性函数的商，约束条

件为线性等式或不等式

2. 按约束条件

• 无约束优化（unconstrained optimization）

• 约束优化（constrained optimization）

4.1.2 数学规划建模

将实际问题表示成数学规划的形式，使得可以借助数学规划的算法或软件求解具体的实例，利

用数学规划的理论和方法分析解决问题

22
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• 建立实际问题的数学规划模型一般包含确定决策变量、给出目标函数、列出约束条件 等步

骤

• 约束条件为等式或不等式，等式或不等式左侧一般为决策变量的简单函数，不直接出现分段

函数、逻辑关系等复杂形式

数学规划建模的基本要求

数学规划模型是问题要求和限制的真实反映

• 数学规划模型的最优解（可行解）与问题最优解（可行解）是否一致或对应

• 是否遗漏问题的隐含约束、决策变量的必然要求、多组决策变量间的联系等约束条件

数学规划模型应符合数学规划的内容规范和形式要求: 要素完整、变量指标运用准确。逻辑关

系、集合运算等一般不在数学规划中出现

问题可能存在多个数学规划描述，需根据实际情况进行选择和不断完善

• 复杂目标函数和约束条件的简化，0-1 变量的灵活运用

• 可行域约简、数学规划的重构、分解与松弛

4.2 食谱问题 (diet problem)

(1)n 种不同的食品，第 j 种食品的单位售价为 cj ; (2) 人体正常生命活动过程需要 m 种基本营

养成分，一个人每天至少需要摄入第 i 种营养成分 bi 个单位 (含约束条件); (3) 每单位第 j 种食物

包含第 i 种营养成分 aij 个单位; 求在满足人体营养需求的前提下，寻找最经济(目标函数) 的配食

方案

决策变量：食谱中第 j 种食物的数量为 xj 个单位

目标函数：所有食物的费用之和
∑n

i=1 cixi 最小

约束条件：满足人体营养要求 aijxj 为从第 j 种食物种摄入第 i 种营养成分数量，则第 i 种营养成

分的总数量不小于 bi,
n∑

j−1

aijxj ≥ bj

, 这对第 1, 2, · · · ,m 种营养成分也同样如此隐含约束条件摄入食物量非负 xj ≥ 0

综上：

min
n∑

j=1

cjxj

s.t.
n∑

j=1

aijxj ≥ bi, i = 1, · · · ,m

xj ≥ 0, j = 1, · · · , n
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4.3 运输问题 (Transport Problem)

某货物有 m个产地，产地 i的产量为 ai, i = 1, · · · ,m,n个销地，销地 j 的销量为 bj , j = 1, · · · , n

并且满足产销平衡
∑n

i=1 ai =
∑n

j=1 bj . 由产地 i到销地j 的运输单价为 cij , i = 1, · · · ,m, j =

1, · · · ,m . 如何调运货物从产地到销地，可使总运输费用最小。

决策变量：xij 为产地 i 调运到销地 j 的货物数量

约束条件：每个产地的货物全部运出
∑n

j=1 xij = ai, i = 1, 2, · · · ,m

每个销地的货物全部运入
∑m

i=1 xij = bj , j = 1, 2, · · · , n

调入货物量非负 xij ≥ 0

综上：

min
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij

s.t.
n∑

j=1

xij = ai, i = 1, · · · ,m

m∑
i=1

xij = bj , j = 1, · · · , n

x = (x11, x12, · · · , x1n, x21, · · · , x2n, · · · , xm1, · · · , xmn)
T

4.4 数独 (Sudoku)

81 个方格排列成 9 行 9 列的方块，该方块可划分成 9 个小方块，每个小方块由相邻 3 行 3 列

共 9 个方格构成.

数独填数规则：在每个方格中填入 1,2,3,4,5,6,7,8,9 共 9 个数字之一，使得每行、每列、每个小

方块中填入的数字各不相同.
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